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Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî ââåäåíèå â òåîðèþ ïðèáëèæåííûõ ÷èñåë. Ñôîð-
ìóëèðîâàíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèß, ââåäåíû îïåðàöèè íàä ïðèáëèæåí-
íûìè ÷èñëàìè è îñíîâíûå ïðåäñòàâëåíèß, ðàññìîòðåíî ïîíßòèå ïðåäåëà
èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè.
In this paper we present the introduction into a theory of approximate
numbers. We deﬁne approximate numbers, main operations for them,
provide diﬀerent representations. The limit of interval ﬁnction is considered.
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Ââåäåíèå
Êàê èçâåñòíî, ëþáûå ôèçè÷åñêèå èçìåðåíèß äàþò ïðèáëèæåííûé ðåçóëüòàò
è ïîýòîìó èñõîäíûì ìàòåðèàëîì äëß ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé äîëæíû áûòü ïðèáëè-
æåííûå ÷èñëà. Íåñìîòðß íà ýòî êëàññè÷åñêàß ìåõàíèêà îïåðèðóåò ñ êîîðäèíàòàìè
è âðåìåíåì, îïèñûâàåìûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âî-
ïðîñ: íàñêîëüêî àäåêâàòíî òàêîå îïèñàíèå è íàñêîëüêî îòëè÷íóþ êàðòèíó äàþò
ýòè äâà îïèñàíèß.
Êðîìå ÷èñòî òåîðåòè÷åñêîãî èíòåðåñà îá óñëîâèßõ ïðèìåíèìîñòè êëàññè÷åñêî-
ãî îïèñàíèß äâèæåíèß àïïàðàò ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèß äâèæåíèß ìîæåò èñïîëü-
çîâàòüñß è äëß ñóãóáî ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé, íàïðèìåð, îïèñàíèß äâèæåíèß ïëîõî
èçâåñòíûõ îáúåêòîâ.
Â êà÷åñòâå ìîäåëè ïðèáëèæåííîãî ÷èñëà áóäåò èñïîëüçîâàòüñß èíòåðâàë. Èí-
òåðâàëüíàß ìàòåìàòèêà ðàçâèâàåòñß óæå äîñòàòî÷íî äàâíî è èìååò øèðîêèå ïðè-
ìåíåíèß [2, 3, 4, 5]. Îäíàêî íàø ïîäõîä áóäåò íåñêîëüêî îòëè÷àòüñß îò êëàññè÷å-
ñêîé èíòåðâàëüíîé ìàòåìàòèêè. Èíòåðâàëüíàß ìàòåìàòèêà, âî âñßêîì ñëó÷àå, íà
ñòàäèè ñâîåãî âîçíèêíîâåíèß, ðàññìàòðèâàëà èíòåðâàëüíûå ìåòîäû, êàê ñïîñîá
ïîëó÷åíèß îöåíîê äëß ðàçíîîáðàçíûõ ¾òî÷íûõ¿ çàäà÷. Òàêèì îáðàçîì ¾òî÷íûå¿
çàäà÷è áûëè ïåðâè÷íûìè, à èíòåðâàëüíûå çàäà÷è èìåëè âòîðè÷íûé õàðàêòåð.
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò  09-01-00592).
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Âìåñòå ñ òåì ëþáûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è, êàê óæå îòìå÷àëîñü, îñíîâàíû íà
èçìåðåíèßõ, êîòîðûå íîñßò ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð, è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ýòè
èçìåðåíèß ìîãóò ñ÷èòàòüñß èíòåðâàëàìè. Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêè èñõîäíûìè ßâëß-
þòñß èìåííî èíòåðâàëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, à ¾òî÷íûå¿ çàäà÷è ßâëßþòñß àá-
ñòðàêöèåé, ñîçäàííîé äëß óïðîùåííîãî îïèñàíèß è äëß âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèß
ðàçëè÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Îòëè÷èå íàøåãî ïîäõîäà è áóäåò çàêëþ÷àòüñß
â òîì, ÷òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàëüíûå çàäà÷è, êàê èñõîäíûå, ïåðâè÷-
íûå.
Òàêèì îáðàçîì, äàííàß ðàáîòà, õîòß è èñïîëüçóåò èíòåðâàëû, íî íèêàêîãî îò-
íîøåíèß ê òðàäèöèîííîé ïðîáëåìàòèêå èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà íå èìååò. Èíòåð-
âàëüíûå çàäà÷è è ìîäåëè â ðàáîòå ñòðîßòñß òîëüêî èç ñîîáðàæåíèé àäåêâàòíîñòè
ðåàëüíûì ðàñ÷åòàì ñ ïðèáëèæåííûìè ÷èñëàìè è èõ ðåøåíèß íå îáßçàíû ñîäåð-
æàòü ðåøåíèß íèêàêèõ ¾òî÷íûõ¿ çàäà÷ èëè ìîäåëåé. Îñîáåííî îò÷åòëèâî ðàçëè-
÷èå ïîäõîäîâ áóäåò âèäíî íà ïðèìåðå èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè, èñïîëüçóåìîé â
ðàáîòå. Îíà áóäåò îòëè÷àòüñß îò ïðèíßòîé â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå. Â ÷àñòíîñòè
îïåðàöèß óìíîæåíèß èíòåðâàëîâ áóäåò íå òàêîé, êàê â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé
ìàòåìàòèêå.
Åùå îäíîé âàæíîé îñîáåííîñòüþ áóäåò îòêàç îò èñïîëüçîâàíèß êëàññè÷åñêèõ
ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ. Êëàññè÷åñêèé ïðåäåë ïðåäïîëàãàåò ñòðåìëåíèå ïðèðàùå-
íèé êîîðäèíàò èëè âðåìåíè ê íóëþ. Íà ïðàêòèêå òàêèå ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû
íåâîçìîæíû. Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà áóäåò èñïîëüçîâàòüñß ïîäõîä, ðàçâè-
âàåìûé â ðàìêàõ òåîðèè ìßãêèõ ìíîæåñòâ [1], êîòîðûé íå èñïîëüçóåò êëàññè÷åñêèé
ïðåäåë, à îïåðèðóåò òîëüêî ñ êîíå÷íûìè ïðèðàùåíèßìè.
1. Èíòåðâàëüíûå ÷èñëà
Áàçîâûì ýëåìåíòîì ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ßâëßåòñß ìîäåëü ïðèáëèæåííûõ
÷èñåë. Ïîíßòèå ïðèáëèæåííîãî ÷èñëà ìîæíî ñòðîèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Åãî
ìîæíî îïèñûâàòü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèß, ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå÷åòêèå ÷èñ-
ëà Çàäå è ò. ï. Ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå ïðîñòîé ìîäåëüþ ïðèáëèæåííîãî ÷èñëà
ßâëßåòñß èíòåðâàë. Èìåííî ýòà ìîäåëü è áóäåò çäåñü èñïîëüçîâàòüñß. Îäíàêî ïîä
èíòåðâàëîì ìû áóäåì ïîíèìàòü íå ìíîæåñòâî ÷èñåë ìåæäó äâóìß çàäàííûìè ÷èñ-
ëàìè, à ïðîñòî ïàðó ÷èñåë. Ïåðâîå ÷èñëî áóäåò èíòåðïðåòèðîâàòüñß êàê öåíòð
èíòåðâàëà, à âòîðîå, êàê òî÷íîñòü. Òàêèå êîíñòðóêöèè áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëü-
íûìè ÷èñëàìè. Ñàì íàáîð èíòåðâàëîâ, ïî ñóòè, ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì èíòåðâàëîâ
â àðèôìåòèêå Êàóõåðà [6], íî îïåðàöèß óìíîæåíèß èíòåðâàëîâ áóäåò äðóãîé.
Â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêå îïåðàöèè ìåæäó èíòåðâàëàìè îïðå-
äåëßþòñß ÷åðåç îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè, ñîäåðæàùèìèñß â ýòèõ èíòåðâàëàõ. Òàêèå
îïðåäåëåíèß ââîäßòñß äëß òîãî, ÷òîáû èíòåðâàëüíûå îïåðàöèè äàâàëè ãàðàíòè-
ðîâàííóþ îöåíêó äëß îïåðàöèé íàä ÷èñëàìè, êîòîðûå ñîäåðæàòñß â èíòåðâàëàõ.
Òàêîé ïîäõîä èäåò îò îñíîâíîé çàäà÷è èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, êîòîðàß ôîðìóëè-
ðóåòñß, êàê ïîëó÷åíèå ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê äëß ¾òî÷íûõ¿ çàäà÷ ïðè ðåøåíèè
¾ïðèáëèæåííûõ¿ çàäà÷, ïîñòðîåííûõ íà èíòåðâàëüíîé ìàòåìàòèêå.
Â íàñòîßùåé ðàáîòå ñèòóàöèß ïðßìî ïðîòèâîïîëîæíàß. Èñõîäíîé çàäà÷åé, íàè-
áîëåå òî÷íî îïèñûâàþùåé ðåàëüíîñòü, áóäåò èíòåðâàëüíàß ìîäåëü, îñíîâàííàß íà
îïèñàíèè êîîðäèíàò è âðåìåíè ñ ïîìîùüþ èíòåðâàëîâ. Èìåííî ýòó èíòåðâàëüíóþ
ìîäåëü ìû áóäåì èçó÷àòü è ðàçðàáàòûâàòü ìåòîäû ðåøåíèß âîçíèêàþùèõ çäåñü
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çàäà÷. Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå ìû ìîæåì êîíñòðóèðîâàòü ëþáûå íóæíûå è óäîá-
íûå äëß íàñ îïåðàöèè ñ èíòåðâàëàìè è äðóãèå ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, íèêàêèõ
îãðàíè÷åíèé íà îïåðàöèè ñ èíòåðâàëàìè ó íàñ íåò.
Èòàê, õîòß çäåñü áóäóò èñïîëüçîâàòüñß èíòåðâàëû, íî íå ñëåäóåò âïàäàòü â çà-
áëóæäåíèå, ÷òî äàííàß ðàáîòà îòíîñèòñß ê èíòåðâàëüíîìó àíàëèçó. Ïîíèìàíèå
èñõîäíîé èëè ïåðâè÷íîé çàäà÷è èñïîëüçóåìîå â íàñòîßùåé ðàáîòå ïðèíöèïèàëü-
íî îòëè÷àåòñß îò ïîñòàíîâêè îñíîâíîé çàäà÷è â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå. Ïîýòîìó
íàñòîßùàß ðàáîòà íå îòíîñèòñß ê èíòåðâàëüíîìó àíàëèçó è íå ïðèçâàíà ðåøàòü
ïðîáëåìû ýòîé îáëàñòè íàóêè. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß ïîñòðîåíèå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, îñíîâàííîãî íà èíòåðâàëüíûõ ÷èñëàõ è ñëóæàùåãî äëß
îïèñàíèß äâèæåíèß.
Ïåðåéäåì ê ôîðìàëüíîìó îïèñàíèþ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì D.
Ìíîæåñòâî èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷èì ÷åðåç = = D×D. Åñëè x = (a, b) ∈
=, òî a îáû÷íî íàçûâàþò öåíòðîì èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà è îáîçíà÷àþò a = midx,
à b íàçûâàþò ðàäèóñîì èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà è îáîçíà÷àþò b = radx. Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî ìû ïîíèìàåì èíòåðâàëüíîå ÷èñëî ïðîñòî, êàê ïàðó ÷èñåë, à íå
êàê ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó äâóìß äàííûìè.
Äëß íàñ èíòåðïðåòàöèß èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà ýòî ðåçóëüòàò èçìåðåíèß, êîòîðîå
îïðåäåëßåòñß äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì è òî÷íîñòüþ.
Çàïèñü èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà â âèäå ïàðû ÷èñåë â ñêîáêàõ ìîæåò áûòü íå ñî-
âñåì óäîáíà, ò.ê. òàêèì îáðàçîì çàïèñûâàþòñß è äðóãèå îáúåêòû (íàïðèìåð ÷èñ-
ëîâûå èíòåðâàëû êàê ìíîæåñòâà, âåêòîðû è ò.ï.). Ïîýòîìó ââåäåì íîâóþ çàïèñü
èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà, èñïîëüçóß àíàëîãèþ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Èíòåðâàëü-
íîå ÷èñëî x = (a, b) ∈ = áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå x = a+bθ, ãäå θ ýòî ñïåöèàëüíûé
ñèìâîë, à íå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Äëß èíòåðâàëüíîãî íóëß ââåäåì ñïåöèàëüíîå
îáîçíà÷åíèå 0 = 0 + 0θ.
2. Îòíîøåíèß äëß èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë
Ââåäåì äâà åñòåñòâåííûõ îòíîøåíèß äëß èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë. Íåîáõîäèìîñòü
îïðåäåëåíèß îáúßñíßåòñß òåì, ÷òî èíòåðâàëüíûå ÷èñëà íå ðàññìàòðèâàþòñß, êàê
ìíîæåñòâà è ïîýòîìó îòíîøåíèß âêëþ÷åíèß äëß íèõ íå ìîãóò ïîíèìàòüñß â
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ñìûñëå.
• Îòíîøåíèå óæå (øèðå) x ⊆ y (y ⊇ x) îçíà÷àåò, ÷òî |midx−mid y|+radx 6
rad y.
• Îòíîøåíèå ñòðîãî óæå (ñòðîãî øèðå) x ⊂ y (y ⊃ x) îçíà÷àåò, ÷òî
|midx−mid y|+ radx < rad y.
• Îòíîøåíèå áîëüøå (ìåíüøå) x > y (y 6 x) îçíà÷àåò, ÷òî midx − mid y >
|radx− rad y|.
• Îòíîøåíèå ñòðîãî áîëüøå (ñòðîãî ìåíüøå) x > y (y < x) îçíà÷àåò, ÷òî
midx−mid y > |radx− rad y|.
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Ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñß ðåôëåêñèâíîñòü, òðàíçèòèâíîñòü è àíòèñèììåòðè÷-
íîñòü îòíîøåíèé áîëüøå è øèðå. Äëß ñòðîãèõ îòíîøåíèé èìååò ìåñòî òðàíçè-
òèâíîñòü.
Çàïèñü a ∈ x (âêëþ÷åíèå), ãäå a ∈ D, à x ∈ = áóäåì ïîíèìàòü, êàê âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà (a−midx)2 6 (radx)2. Åñëè èíòåðâàë èìååò íåîòðèöàòåëüíûé ðàçìàõ
radx > 0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî midx− radx 6 a 6 midx+ radx.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëß ëþáûõ äâóõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë x, y ∈ = âñåãäà
ñïðàâåäëèâî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç âûñêàçûâàíèé x ⊆ y, x ⊇ y, x > y, x 6
y. Ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè ÷åòûðå ìíîæåñòâà èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë
=+(x) = {y ∈ = | y > x} , =−(x) = {y ∈ = | y 6 x} ,
=∪(x) = {y ∈ = |y ⊇ x} , =∩(x) = {y ∈ = | y ⊆ x} ,
è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðå ñòðîãèõ ìíîæåñòâà
=+(x) = {y ∈ = | y > x} , =−(x) = {y ∈ = | y < x} ,
=∪(x) = {y ∈ = | y ⊃ x} , =∩(x) = {y ∈ = | y ⊂ x} .
Ìîäóëåì èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà x ∈ = áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó
mod(x) = (midx)2 − (radx)2 .
Íóëåâûå èíòåðâàëüíûå ÷èñëà è íåíóëåâûå èíòåðâàëüíûå ÷èñëà îïðåäåëèì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì
=0 = {x ∈ = |mod(x) = 0} ,
=# = { x ∈ = | mod(x) 6= 0} = =+(0) ∪ =−(0) ∪ =∩(0) ∪ =∪(0).
Ñðåäè èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë âûäåëèì ðåàëüíûå èíòåðâàëüíûå ÷èñëà ñ íåîòðè-
öàòåëüíûì ðàäèóñîì íå ìåíüøèì âåëè÷èíû h > 0
<h = { x ∈ = | radx > h} .
Ââåäåì òàêæå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è íåîòðèöàòåëüíûõ ðåàëüíûõ èíòåð-
âàëüíûõ ÷èñåë
<+h = {x ∈ <h : midx > radx} , <⊕h = {x ∈ <h : midx > radx} .
3. Èíòåðâàëüíûå ñåãìåíòû
Åñëè èíòåðâàëüíûå ÷èñëà ñâßçàíû ñîîòíîøåíèåì x 6 y, òî åñòåñòâåííî ðàñ-
ñìàòðèâàòü è èíòåðâàëüíûå ÷èñëà u ∈ =, ðàñïîëîæåííûå ìåæäó íèìè, ò.å.
[x, y] = {u ∈ = |x 6 u 6 y }. Ìíîæåñòâî òàêèõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë u ∈ = áóäåì
íàçûâàòü èíòåðâàëüíûì ñåãìåíòîì.
Èíòåðâàëüíûé ñåãìåíò ìîæíî çàïèñàòü è ÷åðåç îòíîøåíèå âêëþ÷åíèß
[x, y] = {u ∈ = |a ⊆ u ⊆ b} ,
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ãäå
a =
(
midx+mid y
2
+
radx− rad y
2
)
+
(
midx−mid y
2
+
radx+ rad y
2
)
θ,
b =
(
midx+mid y
2
+
rad y − radx
2
)
+
(
mid y −midx
2
+
radx+ rad y
2
)
θ.
Âíóòðåííîñòüþ ñåãìåíòà áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ]x, y[ =
{u ∈ = |x < u < y } . Ñåãìåíò [x, y] ìîæíî ïðåäñòàâèòü è â áîëåå ñèììåòðè÷-
íîì âèäå ÷åðåç åãî ¾öåíòðàëüíîå¿ èíòåðâàëüíîå ÷èñëî [x, y] = 〈p, α〉, ãäå
〈p, α〉 =
{
u ∈ =
∣∣∣ |midu+ radu−mid p− rad p| 6 midα ,
|midu− radu−mid p+ rad p| 6 radα
}
,
mid p =
1
2
· (midx+mid y) , rad p = 1
2
· (radx+ rad y) ,
midα =
−midx+mid y − radx+ rad y
2
> 0,
radα =
−midx+mid y + radx− rad y
2
> 0.
Ñåãìåíò 〈p, α〉 ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê îêðåñòíîñòü èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà p.
Íàðßäó ñ ñåãìåíòîì â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà p áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü è ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî
O (p, α) =
{
x ∈ =
∣∣∣ |midx−mid p| 6 midα, |radx− rad p| 6 radα} .
4. Îïåðàöèè ñ èíòåðâàëüíûìè ÷èñëàìè
4.1 Ñëîæåíèå
Ñëîæåíèå èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëèì, êàê è â àðèôìåòèêå Êàóõåðà, ôîð-
ìóëîé
(a+ bθ) + (c+ dθ) = (a+ c) + (b+ d)θ.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñëîæåíèå êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî, à èíòåðâàëüíûé
íîëü ßâëßåòñß íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì äëß ñëîæåíèß.
Äëß ëþáîãî èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà x = a+bθ ñóùåñòâóåò îáðàòíîå èíòåðâàëüíîå
÷èñëî −x = (−a)+(−b)θ = −a−bθ, òàê ÷òî âû÷èòàíèå ïðèáëèæåííûõ ÷èñåë òàêæå
îïðåäåëåíî
(a+ bθ)− (c+ dθ) = (a− c) + (b− d)θ.
Äëß ëþáîãî èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà x = a + bθ ââåäåì äâà èíòåðâàëüíûõ ÷èñëà:
ïðîòèâîïîëîæíîå èíòåðâàëüíîå ÷èñëî x = −a + bθ, è ñîïðßæåííîå èíòåðâàëüíîå
÷èñëî x = a− bθ. Î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà −x = x, −x = x.
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4.2 Óìíîæåíèå èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë
Îïåðàöèß óìíîæåíèß èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èëè èíòåð-
âàëüíîå ÷èñëî îñîáåííî âàæíà äëß íàøèõ ïëàíîâ ïîñòðîåíèß ïîíßòèß àíàëîãè÷-
íîãî êëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé. Äåëî â òîì, ÷òî ïîíßòèå ïðîèçâîäíîé ñòðîèòñß íà
àïïðîêñèìàöèè ïðèðàùåíèß ôóíêöèè ïðîèçâåäåíèåì ïðîèçâîäíîé è ïðèðàùåíèß
àðãóìåíòà. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèß èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè
ïîíßòèß ïðîèçâîäíîé äëß ôóíêöèè èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë. Åñòåñòâåííî òðåáîâàòü îò
îïðåäåëåíèß ïðîèçâåäåíèß èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë ñîõðàíåíèß ïðîèçâåäåíèß äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Ïîä ýòèì ïîäðàçóìåâàåòñß ñëåäóþùåå. Åñëè îáîçíà÷èòü ñèìâîëîì
∗ ïðîèçâåäåíèå èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë, òî ñîõðàíåíèåì ïðîèçâåäåíèß äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë áóäåì íàçûâàòü âûïîëíåíèå äâóõ òîæäåñòâ
mid
(
(a+ 0θ) ∗ (b+ 0θ)) = ab, rad((a+ 0θ) ∗ (b+ 0θ)) = 0.
Îïðåäåëèì óìíîæåíèå èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë ôîðìóëîé
x× y = (midx ·mid y + radx · rad y) + (midx · rad y +mid y · radx)θ.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå ñîõðàíßåò ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîèçâåäåíèå èíòåðâàëüíûõ ÷è-
ñåë, ôîðìàëüíî ïðîèçâåäß óìíîæåíèå è ðàñêðûòèå ñêîáîê ñ çàìåíîé θ2 = 1. Çäåñü
óñìàòðèâàþòñß íåêîòîðûå àíàëîãèè ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Ñâîéñòâà èíòåð-
âàëüíîãî ïðîèçâåäåíèß, x, y, z ∈ =.
1. Êîììóòàòèâíîñòü x× y = y × x.
2. Àññîöèàòèâíîñòü (x× y)× z = x× (y × z).
3. Äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèß (x+ y)× z = (x× z) + (y × z).
4. Åäèíèöà x× (1 + 0θ) = x.
5. Îáðàòíûé ýëåìåíò. Åñëè mod(x) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàëüíîå ÷èñëî
x−1 ∈ = òàêîå, ÷òî x× x−1 = 1 + 0θ, ïðè÷åì x−1 = 1
mod(x)
· x.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèßìè ñëîæåíèß è
óìíîæåíèß îáðàçóþò êîììóòàòèâíîå êîëüöî, íî íå ßâëßþòñß ïîëåì.
Ïîä óìíîæåíèåì èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà x ∈ = íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî k ∈ D
áóäåì ïîíèìàòü ñëåäóþùåå èíòåðâàëüíîå ÷èñëî k · x = (k + 0θ) × x = kmidx +
k radxθ.
Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå óìíîæåíèß îòëè÷àåòñß îò óìíîæåíèß Êàóõåðà [6].
Îñíîâíûì ïîëîæèòåëüíûì ñâîéñòâîì êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèß ïðîèçâåäåíèß
èíòåðâàëîâ ßâëßåòñß òî, ÷òî îíî äàåò òî÷íóþ îöåíêó äëß îïðåäåëåíèß ¾ïðåäñòà-
âèòåëåé¿, òî åñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùèõñß â ýòèõ èíòåðâàëàõ. Ýòî
ñâîéñòâî ïîëåçíî äëß ðåøåíèß îñíîâíîé çàäà÷è èíòåðâàëüíîé ìàòåìàòèêè  ïîëó-
÷åíèå ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê ðåøåíèß ¾òî÷íûõ¿ çàäà÷.
Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèß ïðîèçâåäåíèß èíòåðâàëîâ
âåñüìà ñêðîìíû. Òàê äèñòðèáóòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèß íåò. Êðîìå ýòîãî
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ñàìè ôîðìóëû âåñüìà ãðîìîçäêè è íåóäîáíû äëß èññëåäîâàíèé. Õîòß Ëàêååâûì [7,
8] è áûëè ïðåäëîæåíû íåñêîëüêî áîëåå ïðîñòûå ôîðìóëû, íî ïðîáëåìû îñòàëèñü.
Â íàøåì æå ñëó÷àå îñíîâíàß çàäà÷à, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñîâåðøåííî äðóãàß
 ñîçäàíèå óäîáíîãî àïïàðàòà äëß îïèñàíèß äâèæåíèß, êîãäà âðåìß è êîîðäèíàòû
îïèñûâàþòñß èíòåðâàëüíûìè ÷èñëàìè. Ïîýòîìó óäîáñòâî ðàáîòû ñ ïðîèçâåäåíèåì
èíòåðâàëîâ äëß íàñ âûõîäèò íà ïåðâûé ïëàí. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëß íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ðåàëüíûõ èíòåðâàëîâ íàøå ïðîèçâåäåíèå ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì
ïðîèçâåäåíèåì.
Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèß èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë íå òàê ïðèâû÷íû, êàê ñâîéñòâà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x× x = a. Îíî ñâîäèòñß
ê ñèñòåìå {
(midx)2 + (radx)2 = mid a,
2midx radx = rad a.
Åñëè mid a > |rad a|, òî óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå ðåøåíèß
√
mid a+ rad a+
√
mid a− rad a
2
+ θ
√
mid a+ rad a−√mid a− rad a
2
,
√
mid a+ rad a−√mid a− rad a
2
+ θ
√
mid a+ rad a+
√
mid a− rad a
2
,
−√mid a+ rad a+√mid a− rad a
2
+ θ
−√mid a+ rad a−√mid a− rad a
2
,
−√mid a+ rad a−√mid a− rad a
2
+ θ
−√mid a+ rad a+√mid a− rad a
2
.
Â ÷àñòíîñòè óðàâíåíèå x× x = 1 + 0θ èìååò êîðíè ±1 + 0θ, 0± 1θ.
4.3 Ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîëîæèòåëüíûå èíòåðâàëüíûå ÷èñëà x ∈ =+(0), ò.å. èíòåð-
âàëüíûå ÷èñëà, äëß êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî midx > |radx|. Ïðåäñòàâèì
èíòåðâàëüíîå ÷èñëî â ñëåäóþùåì âèäå
x = ρ · (chϕ+ θ shϕ),
ãäå ρ, ϕ ∈ D, à chϕ, θ shϕ - ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçî-
âàíèß ïîêàçûâàþò, ÷òî äëß ïîëîæèòåëüíûõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë òàêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è äàåòñß ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè
ρ =
√
mod(x), ϕ =
1
2
ln
midx+ radx
midx− radx.
Äëß îòðèöàòåëüíûõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë x ∈ =−(0), ò.å. êîãäà −midx > |radx|,
èìååì àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
x = ρ · (chϕ+ θ shϕ),
íî
ρ = −
√
mod(x), ϕ =
1
2
ln
midx+ radx
midx− radx.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåðâàëüíûå ÷èñëà ñòðîãî øèðå íóëß x ∈ =∪(0), ò.å.
radx > |midx|. Ïîíßòíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå x = ρ · (chϕ + θ shϕ), ãäå
ρ, ϕ ∈ D, íåâîçìîæíî, òàê êàê èç íåãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî ρ2 = mod(x) < 0. Ïîýòî-
ìó ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå
x = ρ · (shϕ+ θ chϕ),
ãäå ρ, ϕ ∈ D. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ρ =
√
−mod(x), ϕ = 1
2
ln
midx+ radx
−midx+ radx.
Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåðâàëüíûå ÷èñëà ñòðîãî óæå íóëß x ∈ =∩(0), ò.å.
− radx > |midx|. Äëß òàêèõ ÷èñåë âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå
x = ρ · (shϕ+ θ chϕ),
ãäå ρ, ϕ ∈ D, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, êîòîðûé äàåòñß ôîðìóëàìè
ρ = −
√
−mod(x), ϕ = 1
2
ln
midx+ radx
−midx+ radx.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íóëåâûõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. |midx| =
|radx|. Åñëè x 6= 0, òî íè îäíî èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðåäñòàâëåíèé íåâîçìîæíî.
Äëß x = 0 èìååì ρ = 0, à ϕ  ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèß èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë áóäåì íàçûâàòü ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé ôîðìîé èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà. Ïàðàìåòð ρ áóäåì íàçûâàòü ãèïåðìîäóëåì, à
ϕ  àðãóìåíòîì èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà.
Ãèïåðáîëè÷åñêàß ôîðìà óäîáíà äëß îïåðàöèé óìíîæåíèß èíòåðâàëüíûõ ÷è-
ñåë. Ïðè óìíîæåíèè ãèïåðìîäóëè ïåðåìíîæàþòñß, à àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñß,
íî ôîðìà ïðåäñòàâëåíèß çàâèñèò îò ôîðìû ïðåäñòàâëåíèß ñîìíîæèòåëåé. Ðàç-
ëè÷íûå âàðèàíòû ïðîèçâåäåíèß äàþò ñëåäóþùèå ôîðìóëû.
ρ · (chϕ+ θ shϕ)× σ · (chψ + θ shψ) = ρσ · (ch(ϕ+ ψ) + θ sh(ϕ+ ψ)),
ρ · (chϕ+ θ shϕ)× σ · (shψ + θ chψ) = ρσ · (sh(ϕ+ ψ) + θ ch(ϕ+ ψ)),
ρ · (shϕ+ θ chϕ)× σ · (shψ + θ chψ) = ρσ · (ch(ϕ+ ψ) + θ sh(ϕ+ ψ)).
Äëß ñîïðßæåííîãî ê ïîëîæèòåëüíîìó èëè îòðèöàòåëüíîìó èíòåðâàëüíîìó ÷èñëó
èìååì
ρ · (chϕ+ θ shϕ) = ρ(ch(−ϕ) + θ sh(−ϕ)),
ò.å. ñîïðßæåíèå îçíà÷àåò ñìåíó çíàêà ó àðãóìåíòà.
Äëß ñîïðßæåííîãî ÷èñëà ê ÷èñëó ñòðîãî øèðå èëè óæå íóëß èìååì
ρ · (shϕ+ θ chϕ) = −ρ(sh(−ϕ) + θ ch(−ϕ)),
ò.å. ïåðåõîä ê ñîïðßæåííîìó ÷èñëó îçíà÷àåò ñìåíó çíàêà ó ãèïåðìîäóëß è àðãó-
ìåíòà.
Äëß ïðîòèâîïîëîæíîãî ÷èñëà ê ïîëîæèòåëüíîìó èëè îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó
èìååì
ρ · (chϕ+ θ shϕ) = −ρ(ch(−ϕ) + θ sh(−ϕ)),
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ò.å. ïåðåõîä ê ïðîòèâîïîëîæíîìó ÷èñëó äîñòèãàåòñß ñìåíîé çíàêîâ ó ãèïåðìîäóëß
è àðãóìåíòà.
Äëß ïðîòèâîïîëîæíîãî ÷èñëà ê ÷èñëó ñòðîãî øèðå èëè óæå íóëß èìååì
ρ · (shϕ+ θ chϕ) = ρ(sh(−ϕ) + θ ch(−ϕ)),
ò.å. ïåðåõîä ê ïðîòèâîïîëîæíîìó ÷èñëó îçíà÷àåò ñìåíó çíàêà ó àðãóìåíòà.
Òàê æå ëåãêî âûðàæàåòñß è îáðàòíûé ýëåìåíò. Äëß ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöà-
òåëüíûõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë èìååì
(ρ · (chϕ+ θ shϕ))−1 = 1
ρ
(ch(−ϕ) + θ sh(−ϕ)).
Äëß èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë ñòðîãî øèðå èëè óæå íóëß èìååì
(ρ · (shϕ+ θ chϕ))−1 = 1
ρ
(sh(−ϕ) + θ ch(−ϕ)).
Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü ôîðìóëû äëß âîçâåäåíèß èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà â
íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü n
[ρ · (chϕ+ θ shϕ)]n = ρn · (chnϕ+ θ shnϕ),
[ρ · (shϕ+ θ chϕ)]2n = ρ2n · (ch 2nϕ+ θ sh 2nϕ) ,
[ρ · (shϕ+ θ chϕ)]2n+1 = ρ2n+1 · (sh(2n+ 1)ϕ+ θ ch(2n+ 1)ϕ) .
Ýòè ôîðìóëû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã ôîðìóë Ìóàâðà äëß êîìïëåêñíûõ
÷èñåë.
4.4 Èíòåðâàëüíîå îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë
Ââåäåì îïåðàöèè èíòåðâàëüíîãî îáúåäèíåíèß è ïåðåñå÷åíèß èíòåðâàëüíûõ ÷è-
ñåë. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî íàøè èíòåðâàëüíûå ÷èñëà  ýòî ïàðû ÷èñåë, à íå ìíî-
æåñòâà ÷èñåë ìåæäó äâóìß äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, è ïîýòîìó ïîíèìàòü îáú-
åäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ñòèëå çäåñü íåëüçß. Ñíà÷àëà
îïðåäåëèì èíòåðâàëüíîå îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå äëß êîíå÷íîãî íàáîðà èíòåð-
âàëüíûõ ÷èñåë xi, i = 1, . . . , n. Ïîä èíòåðâàëüíûì îáúåäèíåíèåì áóäåì ïîíèìàòü
èíòåðâàëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëßåìîå ôîðìóëîé
n⋃
i=1
xi =
A+B
2
+
A−B
2
θ,
ãäå A = max
16i6n
(midxi + radxi), B = min
16i6n
(midxi − radxi).
Ìû èñïîëüçîâàëè ïðèâû÷íûé çíàê òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî îáúåäèíåíèß
äëß èíòåðâàëüíîãî îáúåäèíåíèß èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë. Íàäååìñß, ÷òî ýòî íå ïðè-
âåäåò ê ïóòàíèöå.
Ïîä èíòåðâàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì áóäåì ïîíèìàòü èíòåðâàëüíîå ÷èñëî, îïðåäå-
ëßåìîå ôîðìóëîé
n⋂
i=1
xi =
U + V
2
+
U − V
2
θ,
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ãäå U = min
16i6n
(midxi + radxi), V = max
16i6n
(midxi − radxi).
Åñëè èñõîäíûé íàáîð èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷åí, òî èíòåðâàëüíûå îáú-
åäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå îïðåäåëßåòñß ïî òåì æå ôîðìóëàì ñ çàìåíîé ìàêñèìó-
ìîâ è ìèíèìóìîâ íà âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè. Îäíàêî òåïåðü èíòåðâàëüíûå
îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü èç-çà âîçìîæíîñòè ïîßâëåíèß
áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèé.
5. Èíòåðâàëüíûå ôóíêöèè èíòåðâàëüíîãî àðãóìåíòà
Îãðàíè÷èìñß ðàññìîòðåíèåì ¾îäíîìåðíîãî¿ ñëó÷àß, ò.å. êîãäà èìååòñß òîëüêî
îäíà êîîðäèíàòà è ðàññìàòðèâàåòñß åå èçìåíåíèå âî âðåìåíè. Äëß îïèñàíèß òàêèõ
çàâèñèìîñòåé áóäåì èñïîëüçîâàòü êëàññ îòîáðàæåíèé Ω = {f : = → =} . Îòîáðàæå-
íèß èç ýòîãî êëàññà áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëüíûìè ôóíêöèßìè. Íàì ïîòðåáóþòñß
òàêæå îòîáðàæåíèß èç ìíîæåñòâà èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ Ψ = {f : = → D} . Åñëè f ∈ Ω èëè f ∈ Ψ, òî ìíî-
æåñòâî èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë, íà êîòîðûõ ýòà ôóíêöèß îïðåäåëåíà, áóäåì íàçûâàòü
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèß è îáîçíà÷àòü dom(f) ⊂ =. Äëß îïèñàíèß ðåàëüíûõ äâèæå-
íèé áóäåò èñïîëüçîâàòüñß ïîäêëàññ èíòåðâàëüíûõ ôóíêöèé Φkh = {f : <k → <h} .
Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé åñòåñòâåííî âîçíèêàåò, ýòî âîïðîñ î ñïîñîáå çàäàíèß
èíòåðâàëüíûõ ôóíêöèé. Êàê è äëß äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé çäåñü âîçìîæíî àíà-
ëèòè÷åñêîå çàäàíèå è çàäàíèå ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ òàáëèöû çíà÷åíèé ñ ïîñëåäóþ-
ùèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðèìåð àíàëèòè÷åñêîãî çàäà-
íèß.
5.1 Ïðèìåð - êëàññè÷åñêàß èíòåðâàëüíàß ôóíêöèß
Ïóñòü íà ÷èñëîâîì îòðåçêå [a, b] îïðåäåëåíû äâå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè ξ, η :
[a, b] → D, ïðè÷åì ξ(t) 6 η(t), t ∈ [a, b]. Òîãäà êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåííîå èçìå-
ðåíèå ϕ ∈ Ω îïðåäåëèì ôîðìóëîé
ϕ(x) =
sup
t∈x
η(t) + inf
t∈x ξ(t)
2
+
sup
t∈x
η(t)− inf
t∈x ξ(t)
2
θ.
Î÷åâèäíî
dom(ϕ) =
{
x ∈ =
∣∣∣∣midx+ |radx| θ ⊆ a+ b2 + a− b2 θ
}
.
Åñëè ξ(t) = η(t), t ∈ [a, b], òî èíòåðâàëüíóþ ôóíêöèþ ϕ ∈ Ω ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü, êàê ïðîäîëæåíèå âåùåñòâåííîé ôóíêöèè ξ : [a, b] → D íà ìíîæåñòâî
èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë.
5.2 Ìîíîòîííûå àïïðîêñèìàöèè
Ôóíêöèß f ∈ Ω íàçûâàåòñß ìîíîòîííîé ïî âêëþ÷åíèþ, åñëè äëß ëþáûõ èí-
òåðâàëüíûõ ÷èñåë x, y ∈ dom(f) òàêèõ, ÷òî x ⊆ y, âûïîëíåíî f(x) ⊆ f(y).
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Äëß ïðèáëèæåííîãî èçìåðåíèß f ∈ Ω îïðåäåëèì äâà îòîáðàæåíèß.
Îòîáðàæåíèå f+ ∈ Ω, îïðåäåëßåìîå ôîðìóëîé
f+ (x) =
⋂
y⊇x
y∈dom(f)
f(y),
áóäåì íàçûâàòü âíåøíåé ìîíîòîííîé àïïðîêñèìàöèåé îòîáðàæåíèß f ∈ Ω.
Îòîáðàæåíèå f− ∈ Ω, îïðåäåëßåìîå ôîðìóëîé
f− (x) =
⋃
y⊆x
y∈dom(f)
f(y),
áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé ìîíîòîííîé àïïðîêñèìàöèåé îòîáðàæåíèß f ∈ Ω.
Äëß ãàðàíòèè êîíå÷íîñòè îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë,
èñïîëüçóåìûõ ïðè îïðåäåëåíèè ìîíîòîííûõ àïïðîêñèìàöèé, ââåäåì îïðåäåëåíèå
îãðàíè÷åííîñòè ïðèáëèæåííîãî èçìåðåíèß.
Ôóíêöèß f ∈ Ω íàçûâàåòñß îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóþò èíòåðâàëüíûå
÷èñëà c, d ∈ =, òàêèå, ÷òî äëß ëþáûõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë x ∈ dom(f) âûïîëíåíî
d ⊆ f(x) ⊆ c.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè f ∈ Ω ßâëßåòñß îãðàíè÷åííîé, òî
dom(f+) = {x ∈ = | ∃ y ∈ dom(f) : x ⊆ y } ⊇ dom(f),
dom(f−) = {x ∈ = | ∃ y ∈ dom(f) : x ⊇ y } ⊇ dom(f).
Äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ Ω âûïîëíåíû âêëþ÷åíèß
f+(x) ⊆ f(x) ⊆ f−(x), x ∈ dom(f).
Äëß ìîíîòîííîé ïî âêëþ÷åíèþ ôóíêöèè f ∈ Ω âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
f(x) = f+(x) = f−(x), x ∈ dom(f).
Î÷åâèäíî, âíåøíßß è âíóòðåííßß ìîíîòîííàß àïïðîêñèìàöèè ßâëßþòñß ìîíîòîí-
íûìè ïî âêëþ÷åíèþ îòîáðàæåíèßìè.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ Φkh, òî çíà÷åíèß îòîáðàæåíèß f+(x), âîîáùå ãîâîðß,
íå îáßçàíû ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó <h, íî çíà÷åíèß îòîáðàæåíèß f−(x) âñåãäà
ïðèíàäëåæàò <h.
Ïðèâåäåì óñëîâèß, ãàðàíòèðóþùèå ïðèíàäëåæíîñòü çíà÷åíèé f+(x) ê ìíîæå-
ñòâó <h.
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèß f ∈ Φkh íàçûâàåòñß íåïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè äëß
ëþáûõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë x, y ∈ dom(f), òàêèõ, ÷òî x ∩ y ∈ <k, âûïîëíåíî
f(x) ∩ f(y) ∈ <h.
Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ôóíêöèß f ∈ Φkh ßâëßåòñß îãðàíè÷åííîé è íåïðîòèâî-
ðå÷èâîé, òîãäà äëß ëþáûõ x ∈ dom(f+) ∩ <k âûïîëíåíî f+(x) ∈ <h.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ dom(f+) ∩ <k. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè âíåøíåé
àïïðîêñèìàöèè èìååì
mid f+(x) + rad f+(x) = inf
y⊇x
y∈dom(f)
(
mid f+(y) + rad f+(y)
)
,
mid f+(x)− rad f+(x) = sup
z⊇x
z∈dom(f)
(
mid f+(z)− rad f+(z)) .
Êîíå÷íîñòü çíà÷åíèé âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé îáåñïå÷èâàåò óñëîâèå îãðàíè-
÷åííîñòè. Òåïåðü ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíè äëß ëþáîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóþò èíòåðâàëüíûå ÷èñëà y, z ∈ dom(f) òàêèå, ÷òî y ⊇ x,
z ⊇ x,
mid f+(y) + rad f+(y) < mid f+(x) + rad f+(x) + ε,
mid f+(z)− rad f+(z) > mid f+(x)− rad f+(x)− ε.
Èç óñëîâèé y ⊇ x, z ⊇ x, ñëåäóåò, ÷òî (y ∩ z) ⊇ x, è ïîýòîìó y ∩ z ∈ <k. Òåïåðü èç
óñëîâèß íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ñëåäóåò, ÷òî f(y)∩ f(z) ∈ <h. Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèß
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ
mid f+(x) + rad f+(x) + ε > mid f+(y) + rad f+(y) >
> min
{
mid f+(y) + rad f+(y), mid f+(z) + rad f+(z)
}
>
> max
{
mid f+(y)− rad f+(y), mid f+(z)− rad f+(z)}+ h >
> mid f+(z)− rad f+(z) + h > mid f+(x)− rad f+(x)− ε+ h.
Ó÷èòûâàß ïðîèçâîëüíîñòü ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε, ïîëó÷àåì
mid f+(x) + rad f+(x) > mid f+(x)− rad f+(x) + h,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2
Âíåøíþþ è âíóòðåííþþ ìîíîòîííûå àïïðîêñèìàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëß
ïðîäîëæåíèß èíòåðâàëüíûõ ôóíêöèé.
5.3 Ïðèìåð. Êîíå÷íîå ïðèáëèæåííîå èçìåðåíèå
Ïóñòü çàäàí êîíå÷íûé íàáîð ïàð èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë {xi, yi} , xi ∈ <k, yi ∈
<h, i = 1, . . . , n. Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ýòè ïàðû, êàê ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé,
ò.å. èíòåðâàëó xi ∈ <k ñîîòâåòñòâóåò èçìåðåíèå yi ∈ <h. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíà èíòåðâàëüíàß ôóíêöèß µ ∈ Φkh, ãäå µ(xi) = yi, i = 1, . . . , n,
dom(µ) = {xi, i = 1, . . . , n}.
Îòíîñèòåëüíî èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë xi ∈ <k áóäåì ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå óïî-
ðßäî÷åííîñòè xi + (k + 0θ) 6 xi+1, i = 1, . . . , n− 1. Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü èíòåð-
âàëüíûå ÷èñëà xi ∈ <k, êàê ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå ïðîèçâîäßòñß èçìåðåíèß,
òî òàêîå ïðåäïîëîæåíèå âûãëßäèò âïîëíå åñòåñòâåííî. Èç óñëîâèß óïîðßäî÷åííî-
ñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè ÷èñëà k ñëåäóåò, ÷òî äëß ëþáîé ïàðû èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë
xi, xj ∈ <k íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå xi ⊇ xj .
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Ðàññìîòðèì âíåøíþþ è âíóòðåííþþ ìîíîòîííûå àïïðîêñèìàöèè µ+, µ−. Êàê
îòìå÷àëîñü, dom(µ) ⊆ dom(µ+) ∩ dom(µ−). (Îòìåòèì, ÷òî çäåñü çíàê ïåðåñå÷åíèß
ïîäðàçóìåâàåòñß â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ñìûñëå.) Âîçüìåì x ∈ dom(µ+) ∩
dom(µ−). Òîãäà ñóùåñòâóþò èíòåðâàëüíûå ÷èñëà y, z ∈ dom(µ), òàêèå, ÷òî y ⊆
x ⊆ z. Îòñþäà y ⊆ z, à ñëåäîâàòåëüíî, y = x = z. Ýòî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî
dom(µ) = dom(µ+) ∩ dom(µ−). Íåòðóäíî òàêæå âèäåòü, ÷òî µ+(x) = µ−(x) = µ(x)
äëß x ∈ dom(µ).
Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîäîëæåíèå ïðèáëèæåííîãî èçìåðåíèß µ ∈ Φkh ïî
ôîðìóëå
µ˜(x) =
{
µ+(x), x ∈ dom(µ+),
µ−(x), x ∈ dom(µ−).
Âîçüìåì äâà ñîñåäíèõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñëà xi, xi+1 ∈ <k è èíòåðâàëüíîå ÷èñëî
èç âíóòðåííîñòè ñåãìåíòà y ∈]xi, xi+1[. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî y /∈ dom(µ˜). Òàêèì
îáðàçîì ïîñòðîåííîå ïðîäîëæåíèå íå ðàñïðîñòðàíßåòñß íà âíóòðåííîñòè ñåãìåí-
òîâ ìåæäó ñîñåäíèìè èíòåðâàëüíûìè ÷èñëàìè. Äëß ïîñòðîåíèß ïðîäîëæåíèß íà
ñåãìåíò ðàññìîòðèì äðóãèå ìåòîäû.
5.4 Ëèíåéíûé ìåòîä ïðîäîëæåíèß
Ðàññìîòðèì äâà èíòåðâàëüíûõ ÷èñëà a, b ∈ <k, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ
a < b. Ïóñòü ïðèáëèæåííîå èçìåðåíèå f çàäàíî íà ýòèõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñëàõ
è ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèß f(a) = A, f(b) = B. Íàøåé çàäà÷åé ßâëßåòñß
ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ f íà ñåãìåíò [a, b] ¾ëèíåéíûì¿ îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëüíîãî
÷èñëà x èç ñåãìåíòà [a, b]. Èç îïðåäåëåíèß ñåãìåíòà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðà-
âåíñòâ
mid a+ rad a 6 midx+ radx 6 mid b+ rad b,
mid a− rad a 6 midx− radx 6 mid b− rad b.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå
midx+ radx = mid a+ rad a+ ξ(mid b+ rad b−mid a− rad a),
midx− radx = mid a− rad a+ η(mid b− rad b−mid a+ rad a),
0 6 ξ, η 6 1,
èëè
midx = mid a+
ξ
2
(mid b+ rad b−mid a− rad a) + η
2
(mid b− rad b−mid a+ rad a),
radx = rad a+
ξ
2
(mid b+ rad b−mid a− rad a)− η
2
(mid b− rad b−mid a+ rad a),
ãäå
ξ =
midx+ radx−mid a− rad a
mid b+ rad b−mid a− rad a ,
η =
midx− radx−mid a+ rad a
mid b− rad b−mid a+ rad a .
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Ýòè æå ôîðìóëû ìû èñïîëüçóåì äëß ïðîäîëæåíèß ôóíêöèè ñ çàìåíîé a, b íà
A,B, à êîýôôèöèåíòû ξ, η îñòàâèì áåç èçìåíåíèß
mid f(x) = midA+
ξ
2
(midB + radB −midA− radA)+
+
η
2
(midB − radB −midA+ radA),
rad f(x) = radA+
ξ
2
(midB + radB −midA− radA)−
− η
2
(midB − radB −midA+ radA).
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì f(x) = A + (B − A) × (x − a) × (b − a)−1.
Êàê âèäèì, ïîëó÷èëàñü ôîðìóëà âïîëíå àíàëîãè÷íàß ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìó-
ëå äëß äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Ýòî äàåò îñíîâàíèß
íàçûâàòü ëèíåéíîé èíòåðâàëüíîé ôóíêöèåé l ∈ Ω ôóíêöèþ ñëåäóþùåãî âèäà
l(x) = a+ b×x, ãäå a, b, x ∈ =. Ñ äðóãîé ñòîðîíû óäîáíûé âèä ôîðìóëû ëèíåéíîãî
ïðîäîëæåíèß ìîæåò ñëóæèòü àðãóìåíòîì â ïîëüçó ïðèíßòîãî çäåñü îïðåäåëåíèß
ïðîèçâåäåíèß èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë.
6. Ïðåäåë èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè
Ïîíßòèå ïðåäåëà ìîäåëèðóåò ëîêàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ
îäíîãî èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà. Ñèìâîëîì L îáîçíà÷èì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
íåíóëåâûõ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë L ⊂ =#, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ìàëûìè èíòåð-
âàëüíûìè ÷èñëàìè è èñïîëüçîâàòü äëß çàäàíèß âîçìóùåíèé èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë.
Äðóãèìè ñëîâàìè ìíîæåñòâî L è áóäåò çàäàâàòü ìîäåëü ¾ëîêàëüíîñòè¿ àïïðîêñè-
ìàöèè.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë U ⊆ =.
Îïðåäåëåíèå 2. Èíòåðâàëüíîå ÷èñëî x ∈ = íàçûâàåòñß Lâíóòðåííèì äëß
ìíîæåñòâà U , åñëè äëß ëþáîãî èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà τ ∈ L âûïîëíåíî x+ τ ∈ U .
Ìíîæåñòâî Lâíóòðåííèõ ÷èñåë äëß ïîäìíîæåñòâà U îáîçíà÷èì Int(U,L).
Ïóñòü α ∈ =+(0).
Îïðåäåëåíèå 3. Èíòåðâàëüíîå ÷èñëî A ∈ = áóäåì íàçûâàòü (L,α)ïðåäåëîì
ôóíêöèè f ∈ Ω â òî÷êå x ∈ Int(dom(f), L), åñëè äëß ëþáîãî èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà
τ ∈ L âûïîëíåíî
f(x+ τ) ∈ O(A,α).
Îáîçíà÷àòü ïðåäåë áóäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì Lim(f, x, L, α).
Â ýòîì îïðåäåëåíèè èñïîëüçîâàëàñü îêðåñòíîñòü O(p, α). Ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì âìåñòî O(p, α) îêðåñòíîñòè â
âèäå ñåãìåíòà 〈p, α〉. Òàêîé ïðåäåë áóäåì íàçûâàòü ñåãìåíòíûì (L,α)ïðåäåëîì è
îáîçíà÷èì sLim(f, x, L, α).
Ââåäåííûå ïîíßòèß ïðåäåëà ßâëßþòñß ïàðàìåòðèçîâàííûìè ñåìåéñòâàìè ìíî-
æåñòâ è åñòåñòâåííî ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñß, êàê ìßãêèå îòîáðàæåíèß [1].
Ðàññìîòðèì óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß èíòåðâàëüíîãî ïðåäåëà.
ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÒÅÎÐÈÞ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÕ ×ÈÑÅË 125
Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì Lâàðèàöèåé ôóíêöèè f ∈ Ω èíòåðâàëüíóþ ôóíêöèþ
var f(x, L), ãäå x ∈ Int(dom(f), L) è
mid var f(x, L) =
1
2
sup
τ,λ∈L
[mid f(x+ τ)−mid f(x+ λ)] ,
rad var f(x, L) =
1
2
sup
τ,λ∈L
[rad f(x+ τ)− rad f(x+ λ)] .
Ïðåäëîæåíèå 2. (L,α)ïðåäåë ôóíêöèè f ∈ Ω â òî÷êå x ∈ Int(dom(f), L) ñó-
ùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà mid var f(x, L) 6 midα, rad var f(x, L) 6
radα.
Óñëîâèå A ∈ Lim(f, x, L, α) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
sup
τ∈L
mid f(x+ τ)−midα 6 midA 6 inf
τ∈L
mid f(x+ τ) + midα,
sup
τ∈L
rad f(x+ τ)− radα 6 radA 6 inf
τ∈L
rad f(x+ τ) + radα.
Ìîæíî âûðàçèòü ïðåäåë è â âèäå îêðåñòíîñòè. Äëß ýòîãî ââåäåì èíòåðâàëüíóþ
ôóíêöèþ centr(f, x, L), ãäå x ∈ Int(dom(f), L) è
mid centr(f, x, L) =
1
2
[
sup
τ∈L
mid f(x+ τ) + inf
τ∈L
mid f(x+ τ)
]
,
rad centr(f, x, L) =
1
2
[
sup
τ∈L
rad f(x+ τ) + inf
τ∈L
rad f(x+ τ)
]
.
Òîãäà â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèß ïðåäåëà îí âûðàæàåòñß ôîðìóëîé
Lim(f, x, L, α) = O(centr(f, x, L), α− var f(x, L)).
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñß óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß ñåãìåíòíîãî ïðå-
äåëà.
Îïðåäåëåíèå 5. Íàçîâåì ñåãìåíòíîé Lâàðèàöèåé ôóíêöèè f ∈ Ω èíòåðâàëü-
íóþ ôóíêöèþ svar f(x, L), ãäå x ∈ Int(dom(f), L) è
mid svar f(x, L) =
1
2
sup
τ,λ∈L
[mid f(x+ τ) + rad f(x+ τ)−mid f(x+ λ)− rad f(x+ λ)] ,
rad svar f(x, L) =
1
2
sup
τ,λ∈L
[mid f(x+ τ)− rad f(x+ τ)−mid f(x+ λ) + rad f(x+ λ)] .
Ïðåäëîæåíèå 3. Ñåãìåíòíûé (L,α)ïðåäåë ôóíêöèè f ∈ Ω â òî÷êå x ∈
Int(dom(f), L) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà , mid svar f(x, L) 6 midα,
rad svar f(x, L) 6 radα.
Óñëîâèå A ∈ sLim(f, x, L, α) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
sup
τ∈L
[mid f(x+ τ) + rad f(x+ τ)]−midα 6
6 midA+ radA 6 inf
τ∈L
[mid f(x+ τ) + rad f(x+ τ)] + midα,
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sup
τ∈L
[mid f(x+ τ)− rad f(x+ τ)]− radα 6
6 midA− radA 6 inf
τ∈L
[mid f(x+ τ)− rad f(x+ τ)] + radα.
Ââåäåì èíòåðâàëüíóþ ôóíêöèþ scentr(f, x, L), ãäå
mid scentr(f, x, L) =
=
1
4
(
sup
τ∈L
[mid f(x+ τ) + rad f(x+ τ)] + inf
τ∈L
[mid f(x+ τ) + rad f(x+ τ)]
)
+
+
1
4
(
sup
τ∈L
[mid f(x+ τ)− rad f(x+ τ)] + inf
τ∈L
[mid f(x+ τ)− rad f(x+ τ)]
)
,
rad scentr(f, x, L) =
=
1
4
(
sup
τ∈L
[mid f(x+ τ) + rad f(x+ τ)] + inf
τ∈L
[mid f(x+ τ) + rad f(x+ τ)]
)
−
− 1
4
(
sup
τ∈L
[mid f(x+ τ)− rad f(x+ τ)] + inf
τ∈L
[mid f(x+ τ)− rad f(x+ τ)]
)
.
Òîãäà â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèß ñåãìåíòíîãî ïðåäåëà îí âûðàæàåòñß ôîðìóëîé
sLim(f, x, L, α) = 〈scentr(f, x, L), α− svar f(x, L)〉.
Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïðèâåäåíî ââåäåíèå â òåîðèþ ïðèáëèæåííûõ ÷èñåë, äëß êîòîðûõ èñ-
ïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë. Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì
ïîäõîäà ìîãóò ßâëßòüñß èíòåðâàëüíûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòü-
ñß äëß ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèß äâèæåíèß ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ.
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